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ELEMENTARY EXCITATIONS  

IN TWO-DIMENSIONAL CLASSICAL FERROMAGNET 
 

S.I. Belov 
Kazan State University, Kazan, Russia 

 
The inhomogeneous skyrmion states of two-dimensional classical ferromagnet were shown to be stable spin cofigurations. The 
energy spectrum of elementary excitations above the skyrmion background was obtained. 
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��	
�	�	
�
� ���	����
� �	����������, �	�������� ��	���
����� �������� ������	�	� ��� �	�	�	�������� �	� �!
����, �����
�  
�� �����	����
 � �� 	��� "����� [1-3] � ��#�� � ��
���� 
	
 ��������� ����	�-����	��	�	 �����	
������#. $ 1975 �	
� %������ � &	�#�	� �����	���� ��'����	����� ����� !� �	��	#��� � 
������	� ����������	� ����	���������, �� �����������# �� ����
 � �������
� � ������������ ��	����� ������
. $ 
���	� �� 	�� 	���
��#���# ������ (���������
� �	� �!
���� ��
 ������	��
� �	��	#���� ((�	�� (����������� ��
��� 	  ���	����	��� ����� �	��	#���).  )����	���� ���
�����* �������, � ��!
	� ���� �	�	�	� ����	�	!�� ��������
� ������������ ����, �	��	#��� �	�	�	�	 �	!�	 ��
��+ 
���# ������������ ������ θ � ϕ. 

 ( ), sin cos ,sin sin ,cosS θ ϕ θ ϕ θ= =S n n . (1) ,����+�	���� ���	� ������
 � ������
��	� ���
��� ����� ��
 

 2 2 2 2 21
( ) sin ( )

2
H JS d x θ θ ϕ

- .
= ∇ + ∇/ 0∫ . (2) 1
��+ θ � ϕ ���
�	����*��# ���
���� ������#�� �		�
���� x, y, ��������	����� ��	�	
���# �	  ���	����	� ��	��	���. 2���������# �����+�	����� �	 ϕ � θ ����	
�� � ��������#�, 

	���
��*'�� ��	
�	�	
��* ����	��* �	���������*: 

 
2

2

sin cos ( )

(sin ) 0

θ θ θ ϕ
θ ϕ

∆ = ∇
∇ ∇ =

. (3) )�����# ������
 (3), ���
����
� �	�	�	��������� �	� �!
���#��,  
�� �	�����
 %������
� � &	�#�	�
� [4] � ���
�*'�� ��
�: 
 1

2

( )
( ) tan( / 2)exp( )

( )
Q

Q

P z
W z i

R z
θ ϕ= = , (4) �
� z x iy= + , 

1 2
( ), ( )Q QP z R z  – �	���	�
 ������� Q1, Q2, �		����������	. )�����# (4) �	���  
�+ ���
�������
 ��� ������
��	� 	�	 ��!����  ���	����	� ��	��	��� �� ����� �
�����	�	 ��
���� � �	�	�	�������� ���#
	� Q, ����
� ��� 	�+���� �� �������� Q1, Q2. &�	������� �	����������, �		��������*'�� Q = +1, -1, �����
� �	������
� "����� [1],  
�� ������
 ������	� � ����������	�. 3�������# (3) ���
�����#*� �	 	�, �		 '�

 �	�	�#, ���	��� (��������+�	��� ������	���� (������ (2). 4�# �	�	, ��	 
 �		��������*'�� �	��	#��#  
�� ���	����
��, �	 
���+ �		�������	���� �������� ������	-����, ��	 �	
��� �	�	!����+��# 	���
�����	��+ ��	�	� �������� H � ���� (��������+�
� �������. "���	�
� �	���������� � ���� (��������+�
� �	��	#��� �	!�	 �������+ ���
�*'�� 

	 ���	�: 

 0 1

0 1

θ θ θ
ϕ ϕ ϕ

= +
= +

. (5) 1
��+ θ0, ϕ0 – ������#, �
	�����	�#*'�� (4), θ1, ϕ1 – ���
� 	���	����# 	� (��� �	��	#���. " �	��	��+* 
	 ���
������
� �	 θ1, ϕ1 
����	� �����+�	���� (2) ��������� ��
: 

 52 2 *1
0 2 [ ]H Q JS d x a Faε= + ∫ , (6) �
� 2

0 4 JSε π= , 6 2 2
0 0 0 02 cos ( ) cos 2F i θ ϕ ϕ θ= −∇ + ∇ ∇ + ∇ , 1 1 0sina iθ ϕ θ= − . 789 :;<=>, ?@A>:;B C>A>D;EBAF=>G >CHB<BAB==>@E; :E>H>G :8H;8I;; J?=9I;>=8A8 K=BHL;; K9:;:8AB=E=> C>A>D;EBAF=>@E; @CB9EH8 @>M@E:B==NO P=8QB=;G >CBH8E>H8 F

R
, ;A; K=BHL;; KABSB=E8H=NO :>PM?D<B=;G =8< @9;HS;>==NS @>@E>T=;BS. UAT ;@@AB<>:8=;T :E>H>L> @A8L8BS>L> : :NH8DB=;; (6) ?<>M=> CBHBGE; >E ;=EBLH;H>:8=;T C> MB@9>=BQ=>G CA>@9>@E; 9 Q-9H8E=>S? ;=EBLH;H>:8=;V C> B<;=;Q=>G @JBHB. W8SBQ8T, QE> 
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0 0 0

( , )
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( , ) ( ) sin

sin

x y d
d x d d

d d d

θ ϕ
θ ϕ ϕ θ
θ θ ϕ

∂ Ω= =
∂ ∇

Ω =

 (7) CBHBC;XBS (6) : @AB<?VYBG J>HSB: 
 

ZZ 2 *
0

( )

2

2 2

1
[ ],

2

1 1
sin 2 cos cos2

sin sin

Q

H Q JS d a Ga

G i

ε

θ θ θ
θ θ θ ϕθ ϕ

= + Ω [ \
∂ ∂ ∂ ∂

[ \
= − − + +

] ^] ^
∂ ∂ ∂∂

_ ` _ `∫
. (8) W<B@F ; <8ABB >C?@98BS P=8Q>9 0 : CBHBSB==NO θ0 ,ϕ0. 
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� � �
, , zJ J J+ − : 

 

��� 1
exp( ) cot

sin

1
exp( ) cot

sin

z

J i i

J i i

J i

ϕ θ
θ ϕ θ

ϕ θ
θ ϕ θ

ϕ

+

−

� �
∂ ∂= + +

� �
∂ ∂

�  � �
∂ ∂= − − + +

� �
∂ ∂

�  
∂= −

∂

. (9) !"#$%&'( %)"&*#+,-, .#( / / /, , zJ J J+ −  %&(01"#0($-2# 3"$",#4'(0(.'56 ,((#'(7"'*-6 &1- 8(63('"'# 6(6"'#4 *63%1+,4, 4 (3"$4#($ 9G  6(:"# )5#+ 3$"&,#401"' 0 0*&" 
 ; < < < <( ) < <2 21

2 2
2

zG J J J J J J+ − − += + + − = − . (10) =48*6 ()$4>(6, >4&4.4 ( '4?(:&"'** ,3"8#$4 @1"6"'#4$'5? 0(>)%:&"'*A '4& ,8*$6*(''56 ,(,#(-'*"6 ,0(&*#,- 8 >4&4." ( ,(),#0"''5? B%'8C*-? * ,(),#0"''5? >'4."'*-? 804&$4#4 6(6"'#4 *63%1+,4. D4,814&504- a 3( ,(),#0"''56 B%'8C*-6 804&$4#4 6(6"'#4 
 2

( ) ( )

( 1)

( , )

JM JM
JM

JM JM

a a

J J

ψ

ψ ψ
θ ϕ

Ω = Ω

= +
Ω =

∑
J , (11) 3(1%.*6 E46*1+#('*4' ,*,#"65 '"0>4*6(&"A,#0%2F*? 3$(,#$4',#0"''5? $(#4#($(0: 

 [ ]

2

0
1

21
2 ( 1) 2

J

J JM
J M J

J

H Q E a

E JS J J

ε
∞

= =−

= +

= + −

∑ ∑
. (12) G#,%#,#0*" $"7"'*- , J = 0 '"3(,$"&,#0"''( ,1"&%"# *> (3$"&"1"'*- H H H, , zJ J J+ −  3( B($6%146 (9). I*'*641+'(" >'4."'*" JE , $40'(" 0, ,((#0"#,#0%"# 1J = , ,1"&(04#"1+'(, ,8*$6*(''5"

 8('B*E%$4C** 3$"&,#401-2# ,()(A %,#(A.*05"
 ,(,#(-'*-. J1"&%"# (#6"#*#+, .#( 3(1%."''5"

 $">%1+#4#5 ,#4'(0-#,- '"0"$'56* 0 ,1%.4" 804'#(0(E( E"A>"')"$E(0,8(E( 64E'"#*84. K"A,#0*#"1+'(, $"74- >4&4.% () @1"6"'#4$'5? 0(>)%:&"'*-? 0)1*>* '"(&'($(&'5? ,(),#0"''5? ,(,#(-'*A E"A>"')"$E(0,8(E( ,3*'(0(E( E46*1+#('*4'4, 65 3(1%.*6 E46*1+#('*4', *6"2F*A 0*& (6), 0 8(#($(6 * ,a a  &(1:'5 )5#+ >46"'"'5 '4 (3"$4#($5 $(:&"'*- * %'*.#(:"'*- )(>('(0 ,a a+ : 

 ( ), ( ) ' ( )a a δ+ ′ ′
L M

= −N Or r r r . PQRSTUVWXV YUZU[\] \^ XT^U_ZXZ\`QTXa Y\ YR\bc\b^X c XT^U_ZXZ\`QTXd Y\ beUZU ]QU^ `fZQgUTXU, QTQR\_XhT\U (12) 

 0
1

J

J JM JM
J M J

H Q E a aε
∞

+

= =−

= +∑ ∑ . (14)  i]TQc\ \YUZQ^\Zf ,JM JMa a+  jgU TU j]\`RU^`\Zad^ YUZUb^QT\`\hTfk b\\^T\WUTXak ]Ra l\m\T\`, X `\YZ\b \ ]XQ_\TQRXmQnXX _QkXRS^\TXQTQ (14) \b^QU^ba \^cZf^fk. 
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